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О значении изохорной теплоёмкости в критической точке 
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Аннотация 

Популярно мнение, что скорость звука в критической точке фазового равновесия газ-жидкость 
однокомпонентного вещества обращается в нуль, что является следствием обращения в бесконечность 
изохорной теплоемкости на критической изохоре при критической температуре. Однако нет экспе-
риментального доказательства последнего, так как никем в опытах не получено бесконечное значение 
теплоемкости в критической точке. Нами показано, что поведение изохорной теплоемкости вблизи 
критической точки может быть описано неаналитической функцией, имеющей конечное значение в 
критической точке, так что скорость звука в критической точке не равна нулю. Эта функция дает 
конечное значение для скачка изохорной теплоёмкости при критической плотности при переходе через 
критическую точку. 
 
Введение 

Из равновесной термодинамики известно [1], что скорость звука u однокомпонентного 
по составу макроскопического тела можно определить по формуле 

 

     TVV VVTpVTСTVTpTVu  /),(,//),( 2
  (1) 

 
Учитывая, что в критической точке фазового перехода первого рода газ-жидкость 

удельный объем V, абсолютная температура T и частная производная давления по темпера-
туре  VTVTp  /),(  не равны нулю и конечны, а частная производная давления по объему 
 TVVTp  /),(  равна нулю, то есть при cVV   и cTT   cT0 ,  cV0 , 

  
cc VTVTVTp

,
/),(0 ,   0/),(

,


cc VTTVVTp , из уравнения (1) заключаем, что вблизи 

критической точки скорость звука обратно пропорциональна квадратному корню изохорной 
теплоемкости  VTCV ,  (теплоемкости при постоянном удельном объеме): 

 

 VTCu V ,/1      (2) 
 
         В экспериментах обнаружено [1-3], что изохорная теплоемкость  

 
cVVVVc VTСTС  ),(  на критической изохоре cVV   резко возрастает с приближением темпе-

ратуры T  к ее значению в критической точке cT  как со стороны низких, так и со стороны 
высоких температур. При этом измеренные значения теплоемкости конечны и в несколько раз 
превышают теплоемкость идеального газа.  

Показано также [2, 3], что экспериментальные данные по изохорной теплоемкости при 
0/1  cTT  в пределах экспериментальной погрешности описываются с помощью формул 

( 10   ): 
 

      



  ccVc TTbTTbaTC /1/]1/1[)(  при   cTT    (3) 
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  1//]11/[)( ccVc TTbTTbaTC  при   cTT    (4) 

 
Легко показать, что формулы (3) и (4) переходят в  
 

   ccVc TTbTTbaTC /1ln/1ln)(         при   cTT    (5) 

   1/ln1/ln)(   ccVc TTbTTbaTC    при cTT    (6)                                         
 

при стремлении параметра    к нулю. Теоретические попытки доказать зависимости типа (5)-
(6) были предприняты в [4-6]. Зависимостями (5) и (6) описываются экспериментальные 
данные по аргону и кислороду [7], причем   aa . Расходимость теплоемкости в критической 
точке также изучалась в работах [8-10]. Несмотря на то, что критическая точка была открыта 
более чем 150 лет назад, свойства вещества в этой точке и универсальные свойства самой этой 
точки окончательно не изучены и по сей день ведутся активные исследования этой точки 
(смотрите, например, [11-18]). 
 

Результаты и их обсуждение 
Уравнение (6) приводит к расходимости теплоемкости при стремлении температуры к 

бесконечности, что неверно. Этот недостаток уравнения (6) легко исправляется заменой в нем 
1/ cTT  на TTc /1 , при этом поведение теплоемкости вблизи критической точки не изме-

нится.  
Из формул (3)-(6) видно, что изохорная теплоемкость и ее производная по температуре 

на критической изохоре стремится к бесконечности при 0/1  cTT .    
Если изохорная теплоемкость равна бесконечности при критической температуре,  то, 

как видно из формулы (2), скорость звука в критической точке равна нулю, что означает 
невозможность передачи звукового сигнала через среду, находящуюся в критическом состоя-
нии. Это объясняется тем, что в этом состоянии флуктуации плотности неограниченно возрас-
тают, что приводит к полному рассеянию звукового сигнала. 

Далее покажем, что вышеуказанные логарифмическая и степенная зависимости, приво-
дящие к расходимости изохорной теплоемкости в критической точке, могут быть заменены 
формулами, приводящими к конечности изохорной теплоемкости в критической точке, и 
описывающие опыты в пределах экспериментальной точности, и не хуже, чем вышеуказанные 
степенная и логарифмические зависимости.  

Никем экспериментально не обнаружено бесконечное значение  TСVc  в критической 
точке. Все измеренные значения изохорной теплоемкости вблизи критической точки конечны, 
но обнаружен резкий рост теплоемкости при приближении к критической температуре.  

Поэтому можно предположить, что производная теплоемкости стремится к бесконеч-
ности в критической точке, а сама теплоемкость остается конечной. Следовательно, надо 
искать зависимость от температуры для изохорной теплоемкости с конечным значением 
самой теплоемкости и бесконечным значением ее производной при критической температуре.  

Для описания  TСVc  вблизи критической температуры мы предлагаем использовать 
следующие уравнения: 

    sinsin 1/   VcVcVc CСTС   при cTT  ,    (7)                                                                     

где   


    /]1/1[sin
cVc TTbC  или  cVc TTbC /1lnsin   , 

      TCTСTС VcVcVc
sinsin 1/      при cTT  ,   (8) 

где   


    /]1/1[)(sin TTbTC cVc  или  TTbTC cVc /1ln)(sin   , а   , b , 

  – положительные параметры.  
Легко увидеть, что теплоемкость  TСVc  имеет вблизи cT  положительную производную 

при cTT  , обращающуюся в   при cT , и отрицательную производную при cTT  , обра-
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щающуюся в   при cT . Изохорная теплоемкость в критической точке конечна, равна 

/1 при  cTT  и /1  при  cTT . Она в критической точке испытывает скачок, равный 

   /1/1 .  
Легко показать, что при     изохорная теплоемкость  TСVc  при переходе через 

cT  не испытывает скачка, она конечна и равна /1  при cT . 
Функциональные зависимости  TСVc

sin
  и  TСVc

sin
  от T различны, что приводит к асим-

метрии кривой  TСVc  относительно вертикальной прямой, проходящей через критическую 
температуру.  

Для доказательства пригодности формул (7) и (8) для описания изохорной теплоемкости 
при 0/1  cTT  достаточно показать, что в пределе 0/1  cTT  значения изохорной 
теплоемкости, определяемые по формулам (7) и (8) мало отличаются от таковых, 
определяемых по (3) и (4) или (5) и (6). Поэтому отношение этих теплоемкостей должно мало 
отличаться от единицы. Рассмотрим отношение этих теплоемкостей, которое равно 
 

     
 cVc TTbTC /11/11/1 sin

    или       cVc TTbTC /1ln1/11/1 sin     
где знак минус в индексах относится к cTT  , а знак плюс - к cTT  .  

 
Для того чтобы эти отношения мало отличались от единицы, достаточно, чтобы выпол-

нялись неравенства  
 

1/1 
 cTTb    или    1/1ln  cTTb . 

 

Если точность определения критической температуры равна T , то достаточно положить  
 

 bTT c
n //10      или    c

n TTb /ln/10  
 , 

чтобы отношения теплоемкостей равнялись единице с точностью до 210 n %.  Например, при 
n=5 точность будет равна 0.001%.  

Легко показать, что точность увеличивается с ростом cTT /1 , поэтому при удалении 
от критической точки описание теплоемкости с помощью уравнений (7) и (8) увеличивается.  

Отметим, что точность определения критической температуры в современных экспери-
ментах равна KT 4102   [10]. 

Вышеуказанные зависимости (7) и (8) не являются единственными, и вместо них, ко-
нечно, можно предложить другие зависимости, приводящие к подобному же результату. Но 
мы их не приводим здесь, так как нашей целью было показать, что экспериментальные дан-
ные по изохорной теплоемкости в принципе могут быть описаны уравнениями, не приво-
дящими к бесконечному значению теплоемкости в критической точке.  

Для описания экспериментальных данных по  TСVc  в окрестности критической точки, а 
также при низких и высоких температурах можно использовать следующие уравнения   
 

          TCTCTСTСTС reg
Vcc

reg
VcVcVcVc   /1/   при cTT  ,   

          TCTCTСTСTС reg
Vcc

reg
VcVcVcVc   /1/   при cTT  ,                                        

где  TСVc  и  TСVc  – уравнения для описания сингулярной части изохорной 
теплоемкости, определенные в различных вариантах теории масштабной 
инвариантности и ренормгрупп [2, 3, 8]. Здесь   – положительные параметры, 

10   ,  TС reg
Vc  – часть изохорной теплоемкости  TСVc , регулярная в критической 

точке.  
 

Эти формулы дают правильные предельные переходы при 0T  и T . Изохорная 
теплоемкость в критической точке испытывает скачок, равный    c

reg
Vc TС   /1/1 . Легко 
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показать и в этом случае, что теплоемкость  TСVc  имеет вблизи cT  положительную произ-
водную при cTT  , обращающуюся в   при cT , и отрицательную производную при cTT  , 
обращающуюся в   при cT . Изохорная теплоемкость в критической точке конечна, равна 
   c

reg
Vc TС /11  при  cTT и    c

reg
Vc TС /11  при  cTT .         

Легко показать, что при     изохорная теплоемкость  TСVc  при переходе через 

cT  не испытывает скачка, она конечна и равна     c
reg
Vc TС/11  при cT .  

 
Выводы 

Поведение изохорной теплоемкости вблизи критической точки может быть описано 
неаналитической функцией, имеющей конечное значение в критической точке, так что 
скорость звука в критической точке не равна нулю. Эта функция дает конечное значение для 
скачка изохорной теплоёмкости при критической плотности при переходе температуры через 
критическую точку. 
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