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Свободная энергия Гельмгольца жидкого Na в вариационном 
методе с системой сравнения прямоугольной ямы 
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Аннотация  
Исследуется возможность использования в вариационном методе термодинамической теории 

возмущений новой системы сравнения – модели прямоугольной ямы, которая рассматривается в 
предложенной нами недавно полуаналитической модификации средне-сферического приближения.  

Предложен способ минимизации свободной энергии, в котором используется только один 
свободный параметр прямоугольной ямы (диаметр твердого остова), а два других определяются из 
двух дополнительных условий. Для определения одного из них (глубины прямоугольной ямы) 
предлагается использование условия равенства структурно-зависящей части  потенциальной энергии, 
вычисленной с парным потенциалом из метода псевдопотенциала, и потенциальной энергии в модели 
прямоугольной ямы. Определение второго параметра (ширины прямоугольной ямы) достигается 
фиксацией ее правой границы в точке второго пересечения эффективного парного потенциала с осью 
абсцисс. Дополнительно проводится минимизация свободной энергии по среднему атомному объему. 

Для описания эффективного парного взаимодействия используются модельный псевдопотенциал 
Анималу-Хейне в локальном приближении и обменно-корреляционная функция Вашишты-Сингви, 
хорошо зарекомендовавшие себя ранее в расчетах термодинамических свойств металлических расп-
лавов вариационным методом с системой сравнения твердых сфер.  

Процедура расчета состоит в том, что при заданном среднем атомном объеме, используя 
указанные выше два дополнительных условия, вначале рассчитывается зависимость свободной 
энергии от  диаметра твердого остова, а затем определяется значение диаметра твердого остова, 
дающего минимальное значение свободной энергии. Далее данная операция выполняется для других 
атомных объемов и в результате определяется глобальный минимум на поверхности свободной 
энергии, как функции двух переменных: диаметра твердого остова и среднего атомного объема.  

Подход применен к жидкому натрию вблизи температуры плавления. Исследована зависимость 
свободной энергии жидкого натрия от диаметра твердого остова и среднего атомного объема, на 
которой обнаружен один глобальный минимум. Полученные в точке глобального минимума значения 
свободной энергии, среднего атомного объема, внутренней энергии и энтропии очень хорошо 
согласуются с имеющимися экспериментальными данными. Таким образом, показана перспективность 
модели SW в качестве системы сравнения в вариационном методе для изучения свойств жидких 
металлов. 
 
Введение 

Термодинамика металлических систем продолжает в последние годы активно исследо-
ваться как экспериментальными, так и теоретическими методами [1-4]. 

Недавно в работах [5-7] для вариационного метода термодинамической теории возму-
щений [8] была предложена новая система сравнения – модель прямоугольной ямы (square 
well – SW) и применена к жидким щелочным металлам. Было установлено, что при миними-
зации свободной энергии (Гельмгольца), F , по всем трем параметрам SW глобальный минимум 
данной функции отсутствует, так как ),,( F  при  .  

В настоящей работе предложен новый способ минимизации, в котором используется 
только один свободный параметр SW, а два других являются от него зависящими. 
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Теория  
Парный потенциал в модели прямоугольной ямы, )(SW r , записывается следующим 

образом: 
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где  ,  и   – параметры потенциала ( – диаметр “твердого остова” (hard core – HC); 
  и )1(   – глубина и ширина SW, соответственно). 

 

В данной работе параметр   полагается свободным.  
Для определения параметра   предлагается использование условия равенства структурно-

зависящей части потенциальной энергии исследуемого вещества в вариационном методе с SW 
системой сравнения и потенциальной энергии самой системы SW: 
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где   – средний атомный объем; )(rg  – парная корреляционная функция;  
)(r  – эффективный парный потенциал в методе псевдопотенциала: 
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где z  – валентность; e  – заряд электрона; )(qF  – характеристическая функция.  
 

Параметр   определяется из условия равенства значения   координате второго пере-
сечения )(r  с осью абсцисс. 

Процедура расчета является следующей: при заданном   вначале определяется значе-
ние  , после чего рассчитывается зависимость )(F  с использованием условия (2). На 
данной зависимости ищется минимум. Дополнительно проводится минимизация F  по  . 
Таким образом, каждый из параметров   и   зависит от   и  .  

Модель SW решается в средне-сферическом приближении [9] предложенным нами 
ранее полуаналитическим способом [10]. 

Для описания эффективного парного взаимодействия используются модельный псевдо-
потенциал Анималу-Хейне [11] в локальном приближении [12] и обменно-корреляционная 
функция Вашишты-Сингви [13], хорошо зарекомендовавшие себя ранее в расчетах термоди-
намических свойств металлических расплавов вариационным методом с системой сравнения 
твердых сфер [14-17]. 
 

Результаты и их обсуждение 
Подход применен к жидкому натрию при K373T . На рис. 1 показаны зависимости  

)(F , полученные при различных значениях  . На приведенных зависимостях )(F  обнару-
жены минимумы в промежутке значений   от 6.15 до 6.18 а.е.  

На зависимости ),( F , приведенной на рис. 2, обнаружен глобальный минимум. 
Полученные в точке глобального минимума значения ,F , а также внутренней энергии, E , и 
энтропии, S , очень хорошо согласуются с имеющимися экспериментальными данными [18, 19] 
(таблица). 

 
Таблица. Сравнение результатов расчета с экспериментальными  

данными ( Bk  – постоянная Больцмана) 
 

 F , эВ E , эВ B/ kS   , а.е. 
Расчет -6.398 -6.152 7.66 285.2 
Эксперимент -6.399 [18] -6.149 [18] 7.79 [18] 277.6 [19] 
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Рис. 1. Зависимости свободной энергии 
жидкого натрия от диаметра HC при различных 

значениях среднего атомного объема 

 
 

Рис. 2. Зависимость свободной энергии (эВ) 
жидкого натрия от диаметра HC  

и среднего атомного объема 
 

Выводы 
Предложен способ минимизации свободной энергии, который показал адекватность модели 

SW в качестве системы сравнения в вариационном методе. Полученные при минимизации 
свободной энергии по   и   термодинамические свойства ( F , E  и S ), а также средний 
атомный объем хорошо согласуются с экспериментальными данными. 
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Abstract 
The possibility of using the square-well model (considered within the suggested by us recently semi-

analytical modification of the mean spherical approximation) as a new reference system in the framework of 
the variational method of the thermodynamic perturbation theory is investigated.  

A way to minimize the free energy, when uses only one free parameter of the square-well (diameter of 
the hard core) is used and the other two are determined from two additional conditions, is suggested. To 
define one of them (depth square well), it is proposed the use the condition that the structure-dependent part of 
the potential energy calculated from the pair potential found by the pseudopotential method is equal to the 
potential energy of the square-well model. Determination of the second parameter (the width of the square 
well) is achieved by locking the right boundary at the second intersection of the effective pair potential with 
the x-axis. Additionally the free energy minimization is fulfilled with respect to the mean atomic volume. 

To describe the effective pair interaction we use the model Animalu-Heine in the local approximation 
and the Vashishta-Singwi exchange-correlation function proven earlier in the calculations of thermodynamic 
properties of metal melts by variational method with a reference system of hard spheres.  

Calculating procedure is the following: at first for a given mean atomic volume using the above two 
additional conditions the free energy dependence on the diameter of the hard core is calculated and then the 
value of the diameter of the hard core giving the minimum value of the free energy is determined. Then, this 
operation is performed for the other atomic volumes and as a result the global minimum on the free energy as 
a function of two variables (the diameter of the solid core and the mean atomic volume) is determined.  

The approach is applied to the liquid sodium near the melting temperature. The dependence of the free 
energy of liquid sodium on the hard-core diameter and the mean atomic volume is investigated and one global 
minimum is found. Obtained in the global minimum values of the free energy, mean atomic volume, internal 
energy and entropy very good agree with the experimental data. Thus, the prospect of the square-well model 
as a reference system in the variational method for studying the properties of liquid metals is shown.  


